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Sommaire

Dans cette etude, nous determinons le nombre exact de regions d'horloges generees a partir d'une

relation d'equivalence definie sur I'espace des valeurs d'horloges dans un automate temporise (cf[4]).

Ce nombre est de tres loin plus petit que celui donne en [4]. Celui-ci joue un role tres important dans

le test des systemes temps reel puisqu'il permet de calculer la longueur de la trace distinguant deux

etats du systeme. Nous faisons aussi remarquer que le nombre de regions d'horloges (classes

d'equivalence) generees est extremement lie aux nombres de Stirling de seconde espece. Quant a la

somme totale de ces regions, son expression se trouve simplified au moyen des polynomes euleriens.

1 Publication du departement DERO #1116, Universite de Montreal
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I) INTRODUCTION:

Actuellement, les applications informatiques sont de plus en plus utilisees
dans des systemes critiques tels que le suivi des malades, le controle du trafic
aerien, etc... De plus, nous assistons a une evolution importante des reseaux a haut
debit et des applications multimedia. Ces systemes ont en commun la caracteristique
d'etre tous specifies avec des contraintes temporelles pour conditionner leurs
fonctionnements. En effet, le fonctionnement de ces systemes ne depend pas
uniquement des evenements en entree et en sortie mais aussi des plages du temps
dans lesquelles ces evenements auront lieu. Plusieurs modeles de temps ont ete
developpes pour decrire ces systemes dont nous pouvons citer les modeles discret, a
horloge fictive et continu. L'expressivite de ces modeles est fonction du domaine et
de la semantique de temps considered (cf[5]). Le modele des automates temporises
(cf[4, 6]) est un exemple de modele continu dans lequel le temps est dense et prend
des valeurs reelles. Les automates temporises representent une extension des co-
automates (automates de Biichi et de Muller) par 1'ajout des variables d'horloges et
des contraintes d'horloges pour conditionner 1'execution des transitions. Pour
donner une semantique au modele abstrait des automates temporises, on definit le
graphe des regions qui est un automate a etats finis representant toutes les
executions possibles du modele abstrait de depart. Chaque etat est un couple forme
de 1'etat de 1'automate temporise de 1'origine et d'une classe d'equivalence des
valeurs des differentes horloges utilisees. Le graphe des regions joue un role tres
important pour la verification (cf[7, 8]) et le test (cf[9]) des systemes temps-reel.
D'une part il permet de verifier si toutes les transitions du systemes sont executables
et d'autre part de calculer la longueur de la trace pouvant distinguer deux etats du
systeme. Dans cette etude, on se propose de calculer exactement le nombre de
regions pour chaque categoric, generees par la donnee de n nombres entiers positifs
Cj, i = l,...n appeles valeurs d'horloges. Dans leur article (cf[4]), Alur et Dill

n

proposent le nombre n!2n\\(2 + 2ct) comme majoration du nombre total des
i=l

regions. Ce nombre nous a paru tres exagere. En effet, dans le cas ou n=3 et en
prenant c1 = c2 = c3 = 1, on obtient exactement 8 sommets, 31 demi-droites ou



segments, 36 regions planes et 13 "volumes", ce qui fait en tout 88. Ce nombre est
de loin ires inferieur a leur majorant qui est 3072.

II) REGIONS D'HORLOGES:

1) Definition de la relation d 'equivalence:
Une region d'horloges d'un automate temporise est une classe d'equivalence

des valeurs d'horloges (interpretations d'horloges) et definie par la relation
d'equivalence notee_L (cf[4]).

Soil C un ensemble de n horloges. Pour chaque x G C, notons par cx le plus
grand entier c tel que (x<c} ou (x>c) soit une contrainte sur x. On dira que
deux interpretations d'horloges v_Lv' si et seulement si:

- pour tout xeC, [v(x)] = \_v'(x)]ou min(v(x), v'(x))>cx,
- pour tout jc, v E C tels que v(x ) < cx et v( y ) < cy ,

- pour tout jc, y G C tel que v(x)<cx, { v(x)} = 0 <^> { v'(x)} = 0
ou (_v(;t)J et {vf j f j} designent respectivement la partie entiere et la partie
fractionnaire de la valeur d'horloges v( x).

D'une maniere informelle, la determination des regions d'horloges se fait en
discretisant 1'espace des horloges en des zones dont chacune d'entre elles represente
une relation entre les differentes horloges. Dans chaque zone bornee, la difference
maximale entre deux valeurs d'une meme horloge est strictement inferieure a 1 .

2) Construction des regions d'horloges:

Pour bien saisir la methode de construction des differentes sortes de regions,
on etudiera successivement les cas n=l, n=2 et n=3 avant de generaliser car on
peut les visualiser a 1'aide d'un schema.

On posera: V l n = f " volume " d ' ordre i dans 9tn } , i = 0,...n. Par exemple , V%
est 1'ensemble des sommets, V^ 1'ensemble des segments ou demi-droites, V%



1'ensemble des regions planes, V^ 1'ensemble des volumes, etc... Enfin, on
confondra 1'ensemble Vln et son cardinal.

3) Etude des cas particuliers:
f

a) Etude du cas n=l:

0 1 2 C1

Les sommets, les segments et la demi-droite sont portes sur 1'axe Ox1.

Oxi

b) Etude du cas n=2:

En reportant (2 + c2) fois les sommets qui se trouvent sur 1'axe Ox}, on obtient:

V°2=V°2(c1>c2) = (l + c2)V°(c1).

Pour les segments et la demi-droite, on reporte, d'une part, (1 + c2) fois ceux qui
se trouvent sur 1'axe Ox2, et d'autre part, (1 + Cj) fois ceux qui se trouvent sur
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1'axe Ox2 (on a done inverse les roles de c1 et c2), puis on ajoute, autant de fois
qu'il y a de carres, le segment parallele a la premiere bissectrice.

= 2V°2+c1c2.

Pour les regions planes, on remarque qu'il existe trois sortes:
a) celles bornees: (2c1c2)
b) celles bornees que dans une direction parallele aux axes: (cj + c2)
c) et celle (unique) qui n'est bornee dans aucune direction parallele aux axes, d'ou

VJ(clt c2) = l + (c] + c2) + 2cjC2

c) Etude du cas n=3:

oxl

oxS

On utilise la meme technique que precedemment en ajoutant les nouvelles regions,
a) Pour les sommets,



b) Comme il y a trois axes, le nombre des segments et des demi-droites paralleles
aux axes est:

On ajoute les segment paralleles a la premiere bissectrice de chaque repere de
dimension 2: CjC2(l + c3 ) + c}c3(l + c2) + c2c3(l + c1 ) ,
et les segments paralleles a la premiere bissectrice du repere de dimension 3:
C1c2c3 .
Par consequent,

3
V13(c1,c2,c3) =

c) Pour les regions planes, on precede comme suit:
- on reporte (l + ck) fois les regions planes V\(citc^} obtenues dans le cas

precedent dans les trois reperes de dimension 2, d'ou le nombre:

- on ajoute les regions planes dans chacun des C1c2c3 cubes. Pour cela, prenons par
exemple le cube qui contient 1'origine et le point de coordonnees (1, 1, 1). II suffit
alors de joindre successivement le segment delimite par ces deux points aux autres
( 23 - 2) points restants du meme cube, d'ou:

VJ(c1,c2,c3) =

d) Pour les volumes, il existe quatre sortes:
- ceux bornes,
- ceux bornes dans deux directions paralleles aux axes: c}c2 + c1c3 + c2c3,
- ceux bornes que dans une direction parallele aux axes: c1 + c2 + c3 ,
- et celui (unique) qui n'est borne dans aucune direction parallele aux axes.
Pour determiner le nombre des volumes bornes, on precede comme suit en
raisonnant sur le cube choisi precedemment: il suffit de joindre le segment
d'extremites 1'origine et le point (1,1,1) a deux autres points choisis parmi les
(2 -2) points restants du meme cube en evitant qu'ils soient coplanaires. Ainsi, il



y a 3 fa9ons de choisir un sommet dont 1'une des coordonnees est nulle (on les
appellera sommets de niveau 1) et pour chacun de ces sommets et pour eviter qu'ils
soient coplanaires, il ne reste que 2 fa9ons de choisir un sommet dont deux
coordonnees sont nulles (la meme ordonnee nulle que celle du sommet choisi de
niveau 1 et une autre). Ces sommets seront appeles sommets de niveau 2 (car ils ont
deux ordonnees nulles). Par consequent, le nombre total de volumes bornes est:
3!cjC2c3. Par suite:

VJ(cj,c2,c3) = l + (Cj + c2 + c3) + CjC2 + C]C3 + C2c3 + 3 ! CjC2c3

= V°3+(3!-l)C]c2c3.

Ill) ETUDE DU CAS GENERAL:

A ce stade ci, introduisons certaines notations qui nous sont utiles. On pose:
- I = Ij = {l,2,...,n}, Ip = {(i],i2,...,ip)Elp:i}<i2<...<ip} pour 2<p<n-l, et

In = {(l,2,...,n)}. On pose aussi lp = I -{i},i2,...,ip} pour l<p<n-l et
ni

In = 0 . On notera que card /„ = Cf = - '• - .
f I -1 U r I § / \pl(n-p)!

l<p<n.0n
1P h

n n

obtient ainsi, A] = ̂ ici ] (1 + Cj) et An = ̂ i c,- ...c,- =IJc,-. Les expressions
i=I jel-i /„ 1=1

CfjCj ...Ci sont appelees fonctions monomiales symetriques (cf[l]). Bien

n
Ip

entendu, fyC/2 . . . c, =
p=0 Ip i=l

- Introduisons les nombres suivants:
k

k!S(n,k) = ̂ (-l)k+iClkin sin>k et 0 sinon.
i=0

Ce sont les nombres de Stirling de seconde espece (cf[l], [2]).
- On considerera les polynomes euleriens suivants:



k=l k=0

- St n_i designera un des Cln sommets de 9T dont i coordonnees sont egales a 1 et les
(n-i) coordonnees restantes sont nulles, et qu'un des sommets Si_1>n_i+] est produit a
partir de Sin_t en annulant une des coordonnees non nulles. Les sommets Sitfl_i

seront appeles sommets de niveau i.

REMARQUE 1:
On peut aisement verifier les egalites suivantes en developpant et en arrangeant
adequatement les sommes.

n—p n

i=0 Ip+i k=p Ik

ii) Soit ap e 9t. On deduit 1'egalite suivante:
p

P=j P=J k=j Ip

Dans le cas particulier a - qp ou q est un entier positif non nul, alors

P=j P=J

avec f,qkCkp=(q + l)?-
k=j k=0

REMARQUE 2: (cf[lj)

- S(n + l,k + l) = ̂  CnS(i,k).
i=k

- En remplagant x par 2 dans 1'expression des polynomes euleriens , on obtient:

En(2)= X k!S(n + l,k + l).
k=0

En introduisant les nombres euleriens

i=0
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avec la condition: E(0,k) = lsik = 0,letOsik>2,
on obtient 1'expression suivante:

En(x) = % E(n,k)xk.
k

•y 9 •?
Ainsi,E0(x) = 1, E2(x) = x, E2(x) = x + x , E3(x) = x + 4x +x ,

+ 26x4 + x5 et
E6(x) = x + 57 x2 + 302 x3 + 302 x4 + 57 x5 + x6.

a) Calcul de V^:

i=7 p=0 Ip

b) Calcul de V^:
On reporte V\r les n axes Oxi d'ou le nombre

jel iel-j

Ajoutons les segments paralleles aux premieres bissectrices dans les C2 reperes de
dimension 2, les C3n reperes de dimension 3,..., les C^~7 reperes de dimension n-1
et le €„ = 1 repere de dimension n, d'ou:

_p

p=2 I

iel p=2 Ip

(n + 2p -l-p)2_. ci}"-ci •
P=o ip

c) Calcul de V2:
On reporte V| sur les C2 reperes cartesiens de dimension 2 et d'origine O d'ou le
nombre:
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i vi(cil>Ci2) n (*+*)**<$%+% Cilci2
72 ke!2

= C2V°+A.n 2 .

II faut aj outer (23 - 2)^ c^c^c^ Y[ (l + ck) regions planes pour les reperes de

dimension 3 , et en general, pour 3<p<n, (2P -2)Ap regions planes pour les

reperes de dimension p. On obtient done:

V2 = C2V°n+A2+±(2p-2)Ap.
p=3

Comme

p=3 p=3 p=3

on deduit le nombre suivant:

Cilci2...cip.
iel p=2 Ip

d) Calcul de V%:
On vient de voir que les nombres V\t dans le calcul des nombres Vln.
C'est pourquoi c'est a cette etape-ci qu'on sent le besoin de les calculer.
II existe (n+1) sortes de volumes dont la dimension de Hausdorff (rappelons que la
dimension de Hausdorff d'un sommet est nulle alors que celle d'un segment est
egale a 1 , d'une surface plane bornee ou non est egale a 2, etc...) est n (cf[3]):
- ceux bornes,
- ceux bornes dans (n-1) directions paralleles aux axes: ^ ci]ci2...ci ,

i«-i
- etc...
- ceux bornes que dans une direction parallele aux axes: ̂  cf ,

ie/

- et celui (unique) qui n'est borne dans aucune direction parallele aux axes.
Pour determiner le nombre des volumes bornes, on precede comme suit en
considerant le diagramme suivant:
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C n—3
n—l

r^n-3

~<1 r .. /-<! o /->2 c /~<n—3 c /~>n—2

C25n i

~<n~3

in—2

~iti—11

Pour construire un volume, il faut (n+1) sommets. Comme on a deja 2, en
1'occurrence 1'origine et le sommet Sn>0, il nous reste a determiner les (n-1)

sommets restants. II y a C^ fa£ons de choisir un sommet de niveau (n-1) et pour
eviter que le quatrieme sommet soit coplanaire avec les 3 precedents, on est oblige
de le choisir parmi les sommets de niveau (n-2) et il y en a C^_;. On continue ce
precede de qualification jusqu'au choix du (n-1) i-eme choix du sommet de niveau 1
dont leur nombre est C2. Ainsi le nombre total de volumes bornes est n!, d'ou:

n-1
= V°n+(n!-l)An.

P=o kel kel

e) Calcul de V^1:
On reporte V*I/ sur les C%~} reperes cartesiens de dimension n-1 et d'origine O
d'ou le nombre:

ck=nV°n+((n-l)!-l)An_1

kel

car An_]=
In-l

A cette quantite, il faut ajouter les autres volumes de dimension de Hausdorff (n-1).
Comme il faut n sommets pour construire un volume et qu'on a deja deux, il suffit
de rechercher (n-2) en evitant que quatre points soient coplanaires en faisant le
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choix de sommets a chaque niveau (ceci se traduit par la multiplication de n-1
combinaisons), d'ou le nombre :

C l f~il /~<1 y-i2 /-<! t^l/^l i _l_/""-f/"'•J (~<l{~i2f-il T i l _
nLn_}...Ln_i+1Ln_iLn_i_2...L3L2+... + LnLn_1...^5^4L.2Jll Ck

kel

(n-D .i-r _(n-l)
~ ~ n!LlCk~ 9 n!An-

Z kel Z

En definitive, on obtient:
-«-, (n + 1)! - 2n -r-r

ck

c, . . . c^ + (- ft ck

p=0 Ip /„_;

Remarquons a ce niveau que - '- = ( n - 1 ) ! S(n, n-1).

f) Calcul de V* pour 2<k<n-l:
On reporte Vk sur les C% reperes de dimension k et d'origine O d'ou:

(l + C j ) = CknV0n+(k!-l)^ cir..ci

fk

= CknV°n+(k!-l)Ak

Vkk(Cil,...,cik)

II faut ajouter les volumes de dimension de Hausdorff k en appliquant la methode
decrite ci-dessus au moyen du diagramme. Ainsi, on a par exemple:

n

- 1'ajout de ̂  Ap pour V^,
p=2

n p—1 n

- 1'ajout de ]£ ^C^Ap = ̂ (2p- 2)Ap pour V2n,
p=3 ij=l p=3
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- 1'ajout de
n p-2 p-i]-l

I 1 3 I
p=4 ij=] i2=l

n p-2

-" - 2) A
p=4 ij=l

(3p-3.2p + 3)A
p=4

pour V3n,

- I'ajout de
n p-3 p-ij-2

p=5 ij=l 12=1

p-ij-i2-l

I
13=1

n p-3

p=5 ij=l

(4p-4.3p + 6.2p-4)A

p=5

pour V*,
- etc...
- I'ajout, pour l<k<n — 7,de

n p-(k-l)

I ( I
p=k+l i]=l

^ >

I
y='

k-4
p-3- I/y

p-ij-i2'

k-3
P-2- Zi,

k-2

t rt r-

k!S(p,k)A
p=k+l
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p=k+l j=k+l

P=k+i

p=k+l i=0

pour Vkn .

En definitive, on obtient:

p=k+i

ci]Ci2...cip

l)pCk-k!Ck)^Cilci2...ci

p=0

Nous sommes en mesure de calculer 2^ Kr P°ur cel&> & suffit de calculer les
k=0

coefficients de Y c.-c.- ...c,- .
^—^ ll '2 lp

THEOREME 1:

k=0 k=0

Preuve: II suffit de calculer le coefficient de

egale a:
C°n = C°n - C°k + 0!S(k + 1, 1) dans v£,
C!n - Ck + l!S(k + 1, 2) dans Vn;,
C2n - C2k + 2!S(k + 1, 3) dans Vn2,

Ck~} - C^1 + (k- l)!S(k + 1, k) dans V*"7,
l,k + l) = Ck-Ck+kf dans

Ik

... ci pour 1 < k < n , qui est
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s-< j-. , T / .Cn dans Vn ,

• • • >
Cr7 dans V^1,
Cjdans V£.
En additionnant ces nombres, on obtient:

1=0 i=0 i=0

Cette formule est aussi valable pour k = 0. •

REMARQUE 3:
n n

- Comme ]JT ^ ci}ci2...cik = ]~[ (7 + c,-J, on deduit 1'expression suivante:
*=0 4 i=l

n n n
y Vk =2nTl f 7 + r ) + Y /" F f 2) - 2* 7 Y r r rZ^ Kn z II M ^ 6 * / ^ ^ l^k\^) *• 12-t i] i2" 'k'
k=0 i=l k=0 lk

- Comme les nombres euleriens possedent une certaine symetrie, que
k-l

^ 2l = (2k - 2) et ̂  E(n, k) = n!, on deduit 1'inegalite suivante:
;•=; k

, k> 1 1
Ek(2)-2k< — (2+...+2k-}) = k!(2k-1-l)

2
des que k > 1.

COROLLAIRE 1:

V V^ < ("2" + n / 2n~1 -. V fe' )TT ^ / + r )2 ^ ^ n ^ ( ^ i - rc .z 2w ^-^11 < 7 + c//-
*=o *=o /=;

Preuve: Immediate.•

COROLLAIRE 2:
n

- Soit c,. = 1, alors on obtient: £ V^ = 4" - 3" + 2En(2) - 1.
k=0

- Soit GI =c. En posant (E.(2))J = E j ( 2 ) , alors
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]T Vk = 2n(l + c)n-(l + 2c)n + (l + cE.
k=0

Preuve: - Remarquons que ̂  c^c^.-.c^ = Ck.

k

Comme S(k + l,i + l) = S(k,i) + iS(k,i + 1) et £ i!S(k + l,i + l) = Ek(2), on
i=0

deduit 1'expression suivante:
n n k n k

"V r* IT / 9»_. X1 V /• / r^ c/1- i \ V f i - ^ - i \ i r ' k ^ f ^ i ^ . i \ L>nSl,fc(Z)— > > I.'L-no( K,l)-\ > ( I - r 1)! L,nij( K,l-r 1)

k-0 k=0 i=0 k=0 i~0

j^k!J^CnS(i,k)
k=l i=k

k!S(n + l,k + l)
k=0 k=l

= En(2) + En(2)-2.
n

Pour les autres termes, il suffit de remarquer que 2"2" = 4n et Y C,J 2k = 3n.

(1 + ci) = (1 + C)H • Comme X Ciici2 • • • cik = Cn°k » on deduit que:
1=1 ik

± [Ek(2)-2k]^ Cilci2...cik = ± Ckck[Ek(2)-2k]
k=0 Ik k=0

= (l + cE.(2))n -(l + 2c)n.
Remarquons que le premier cas est deduit du second car

k=0

EXEMPLE:

Voici V pour certaines valeurs de n en prenant ct = 1:
k=0

88 pour n=3, 474 pour n=4, 2944 pour n=5 et enfin 22098 pour n=6.
Notre majoration est:
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176 pour n=3, 2784 pour n=4, 57536 pour n=5 et enfin 1422720 pour n=6.
n

Si on prend comme majoration le nombre n! 2n ]"J (1 + cf), on obtient alors:
i=7

384 pour n=3, 6144 pour n=4, 122880 pour n=5 et enfin 2949120 pour n=6.
En poussant un peu plus loin notre curiosite, on a etudie, pour l<n<23, le

n/2"
rapport .. On a obtenu les valeurs suivantes:

4n-3n + 2En(2)-l
{0.5, 0.44, 0.55, 0.81, 1.30, 2.09, 3.17, 4.60, 6.50, 9.06, 12.59, 17.46, 24.21,
33.56, 46.52, 64.49, 89.4, 123.94, 171.82, 238.18, 330.19, 457.74, 634.56}.

n!4nAutrement dit, ce rapport est exponentielle car

grand. On obtient alors ce graphique:

800

600

400

200-

> 2n pour n

10 15 20 25

X V

THEOREME 2:

Preuve: Derivons E

k= y vkn £j r n •
k pair k impair

j !S(k, j ) ( x - i . On obtient:

par consequent,
17



Comme En( x) = x + P(x) ou P(x) est un polynome tel que P'(0) = 0, on deduit

que

et done, en multipliant les deux cotes par (~l)~k+2j , on a:

D'un autre cote,

V°n = C°V° = C°V°n + j^ 0!S(p,0)Ap carS(p,0)
P=i

p=2 p=2

A2+j^ 2!S(p,2)Ap,
p=3

En faisant la sommation, on constate que le coefficient de Ak est:
k

II faut alors prouver que:

(-2)kS(k,k)+ £ j!S(k,j)= X J
j=l,j impair j=2,j pair

18



Autrement dit,

-(-l)kS(k,k)-
j=l,j impair j=2,jpair

c'est a dire:

ce qui a ete fait precedemment.

Quant aux coefficients de V^ , on sait deja que ^ C* = .
k impair

En outre, on remarque queA; n'existe pas et que A2, dont les coefficients sont 1,

n'existe que dans V^ et V%. •

IV) CONCLUSION
Dans cet article, nous avons calcule le nombre exact de regions d'horloges

pour un automate temporise quelconque. Ce nombre est de tres loin plus petit que
celui donne par Alur et Dill (cf[4J). Puisque le graphe de regions represente la
semantique des automates temporises en regroupant tous les etats equivalents, son
nombre d'etats est bien borne par le nombre exact de regions d'horloges de
1'automate. Ceci s'avere tres important pour tester les systemes temps-reel puisqu'il
permet de calculer la longueur de la trace pouvant distinguer deux etats du systeme.
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